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¿QUÉ ES UNA SIMETRÍA?

¿SECTOR ASINTÓTICO?
𝐥í𝐦
𝒓→#

𝒇(𝒓)

Invarianza bajo transformaciones

Comportamiento en el límite



Veuillez conserver cette diapositive pour l'attribution

MOTIVACIÓN
Simetrías tienen una implicancia física de gran relevancia, están
asociadas a cargas conservadas, por el teorema de Noether.

Electromagnetismo es una teoría bien conocida, con simetría
abeliana U(1) responsable de la carga eléctrica. Pero, ¿Qué hay
del sector asintótico? Queremos explorar las simetrías en el
borde del cono de luz.

El procedimiento de Dirac en el formalismo hamiltoniano provee
el método de calcular las simetrías que existen. [Dirac, 1964]



Veuillez conserver cette diapositive pour l'attribution

FORMALISMO HAMILTONIANO
En el formalismo hamiltoniano se introducen las variables de momento 𝛱! :

𝜫𝝁 =
𝝏𝑳
𝝏�̇�𝝁

Método de Dirac: Si la relación entre 𝛱! y �̇�! no es invertible tenemos funciones de las
variables canónicas del tipo

)−𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑖𝑏𝑒𝑟𝑡𝑎𝑑

Que se denominan Vínculos

El Hamiltoniano viene dado por
𝑯𝑻 = 𝜫𝝁�̇�𝝁 − 𝑳 + 𝛌𝒂 𝝋𝒂

Con los corchetes canónicos

𝑨𝝁, 𝑨′𝝂 = 𝜫𝝁, 𝜫′𝝂 = 𝟎, 𝑨𝝁, 𝜫′𝝂 = 𝜹𝝁𝝂 𝜹(𝐱 − 𝐱&)

- EN TEORÍA DE CAMPOS -

𝝋(𝑨𝝂, 𝜫𝝁 ) ≈ 𝟎
−𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟í𝑎
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En electromagnetismo, el campo fundamental es el potencial electromagnético 𝑨𝝁. Sin 
embargo, los campos eléctrico y magnético son elementos de la matriz de la fuerza del 
campo 𝑭𝝁𝝂, que nos permite escribir la densidad lagrangiana

𝑳 = − 𝟏
𝟒∫𝒅𝒙

𝟑𝑭𝝁𝝂𝑭𝝁𝝂 ,

En el espacio Minkowski en coordenadas cartesianas. Donde 𝐹*+ es el tensor de Maxwell 
dado por 𝐹*+ = 𝜕*𝐴+ − 𝜕+𝐴*

Los momentos canónicos son:  𝚷𝝁 = −𝑭𝟎𝝁

Notemos que el momento 𝚷𝟎 = −𝑭𝟎𝟎 = 𝟎

¡Encontramos nuestro primer vínculo! 𝜫𝟎 = 𝟎

𝑭𝟎𝝁

01.       ELECTROMAGNETISMO 



01.       ELECTROMAGNETISMO 

�̇�𝟎 = 𝚷𝟎, 𝑯𝑻 = 𝟎
El resultado es  

𝝏𝒊𝚷𝒊 = 𝟎 𝝏𝒊𝑭𝟎𝒊 = 𝟎 𝝏𝒊𝑬𝒊 = 𝟎

Ley de GaussVínculo

Finalmente, encontramos 2 vínculos. Ahora nos preguntamos… 
¿Son generadores de simetría o solo reducen los grados de libertad?

La respuesta: Son generadores de simetría. Y no cualquier simetría, sino la simetria bajo
transformasiones de Gauge U(1). 

La cantidad conservada se puede derivar, y es la carga eléctrica.

Imponiendo la conservación del vínculo en el tiempo

𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑



- CONO DE LUZ -

Queremos buscar simetrías el borde del cono de luz. Por
ello, consideramos el espacio-tiempo de Minkowski en 
coordenadas esféricas (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑). 
Introduciendo la nueva coordenada temporal

02.      SISTEMA DE REFERENCIA

𝒖 = 𝒕 − 𝝐𝒓, 𝝐 = −𝟏, 𝟏 ,

𝐸𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑢𝑧, ∈= −1,1 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑒
𝑎𝑙 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑟𝑒𝑡𝑎𝑟𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑦 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑧𝑎𝑑𝑜, 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒

𝝐 < 1 sistema de referencia de la partícula masiva.

𝝐 ∝
𝒗
𝒄

𝝐 = −1 o 1 sistema de referencia de la luz: corresponde 
al tiempo retardado y avanzado.



- CONO DE LUZ -
02.      SISTEMA DE REFERENCIA

El elemento de línea cuadrado está dado por

𝒅𝒔𝟐 = −𝒅𝒖𝟐 − 𝟐𝝐𝒅𝒖𝒅𝒓 + 𝟏 − 𝝐𝟐 𝒅𝒓𝟐 + 𝒓𝟐𝒅𝛀𝟐

Con la notación para la 2-esfera

𝐸𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑢𝑧, ∈= −1,1 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑒
𝑎𝑙 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑟𝑒𝑡𝑎𝑟𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑦 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑧𝑎𝑑𝑜, 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒

La electrodinámica es descrita por la acción

𝑰 = −
𝟏
𝟒b𝒅

𝟒𝒙 𝒓𝟐 𝜸𝑭𝝁𝝂𝑭𝝁𝝂

𝒅Ω𝟐 = 𝜸𝑨𝑩 Φ 𝒅Φ𝑨𝒅Φ𝑩, Φ𝑨 = (𝜽,𝝋)



Con el fin de pasar al formalismo hamiltoniano, definimos los momentos canónicos
en las coordenadas del tiempo retardado

𝚷𝝁 = −𝒓𝟐 𝜸𝑭𝒖𝝁

𝚷𝒖 = 𝟎

𝚷𝒓 = −𝒓𝟐 𝜸𝑭𝒖𝒓

𝚷𝑨 = − 𝜸𝜸𝑨𝑩[ 𝝐𝟐 − 𝟏 𝑭𝒖𝑩 − 𝝐𝑭𝒓𝑩]

En componentes

• Cuando 𝜖 < 1 la velocidad ̇𝐴3 puede ser expresada en términos de Π4, y todo es 
igual al caso presentado en el inicio.

• Cuando 𝜖5=1, esto no es posible y la relación que envuelve a Π4 se convierte en un  
NUEVO VÍNCULO.

03.      MOMENTOS CANÓNICOS



03.      MOMENTOS CANÓNICOS

En este caso, tenemos los siguientes vínculos:   

𝚷𝒖 = 𝟎 𝜒𝑨 = 𝚷𝑨 − 𝝐 −𝜸𝜸𝑨𝑩 𝑭𝒓𝑩𝝏𝒊𝚷𝒊 = 𝟎

Simetría local U(1) NUEVO VÍNCULO



𝜒𝑨 = 𝚷𝑨 − 𝝐 −𝜸𝜸𝑨𝑩 𝑭𝒓𝑩

Generador de simetría Reducción de grados 
de libertad

{𝜒𝑨 , 𝜒&𝑩}	=	 𝛀𝑨𝑩=	0

Corchetes de Poisson
igual a matriz simpléctica 

no invertible 

{𝜒𝑨 , 𝜒&𝑩}		= 𝛀𝑨𝑩

Corchetes de Poisson
igual a matriz simpléctica 

invertible

?

04.     GENERADORES DE SIMETRÍA



𝜒𝑨 = 𝚷𝑨 − 𝝐 −𝜸𝜸𝑨𝑩 𝑭𝒓𝑩 {𝜒𝑨 , 𝜒&𝑩}		= 𝛀𝑨𝑩

Reducción de grados
de libertad

El vínculo nuevo parece no relacionarse con simetrías. Sin embargo, podemos buscar los 
modos cero de la matriz con el fin de encontrar generadores de simetría.

b𝒅𝟑𝒙& 𝛀𝑨𝑩(𝒙, 𝒙&)𝑽𝑩(𝒙&)= −𝟐𝝐 −𝜸𝜸𝑨𝑩𝝏𝒓𝑽𝑩𝟎 =
𝒓 -independiente

04.     GENERADORES DE SIMETRÍA



Ya que nuestro nuevo vículo se preserva en el límite 𝑟 → ∞, podemos hacer una
expansión asintótica de los campos. 

Podemos escribir el generador de simetría asintótica, en función de dicha expansión

𝑨𝝁 = u
𝒏7𝟎

8
𝑨 𝒏 𝝁(𝒖,Φ𝑨)

𝒓𝒏
𝚷𝝁 = u

𝒏7𝟎

8 𝚷(𝒏)
𝝁 (𝒖,Φ𝑨)

𝒓𝒏,

𝜒(𝟎)
𝑨 = 𝚷(𝟎)𝒖 − 𝝐 −𝜸𝜸𝑨𝑩𝑭(𝟎)𝒓𝑩

04.     GENERADORES DE SIMETRÍA

Note que para 𝒏 = 𝟎, los campos no dependen de 𝒓, por lo tanto este término sobrevive
cuando 𝒓 → ∞. 



Considerando el espacio de fase completo, podemos definir los generadores como 

𝑮[𝜽] = b𝒅𝟑𝒙(𝜽𝒖𝚷𝒖 − 𝜽 𝝏𝒊𝚷𝒊)

𝑺[𝛈] = b𝒅𝟑x 𝜒𝑨𝛈𝑨

Con estos generadores podemos conocer cual es la simetría de nuestra teoría 
radiativa. Es decir, cuales son las transformaciones que dejan cierta cantidad 
conservada

04.     GENERADORES DE SIMETRÍA

Aparece en EM usual

Aparece sólo en sector radiativo

Donde 𝛈𝑨= 𝛈𝑨(𝒖,Φ)



Las transformaciones de los campos vienen dadas por:

𝜹𝜽𝚷𝝁 = {𝚷𝝁, 𝑮 𝜽 } = 𝟎

05.  SIMETRÍAS LOCALES Y ASINTÓTICAS

𝜹𝜽𝑨𝝁 = {𝑨𝝁 , 𝑮 𝜽 } = 𝜽𝒖𝜹𝝁𝒖 − 𝝏𝒊𝜽𝜹𝝁𝒊

Transformaciones 
Gauge

Invarianza de campo 
Eléctrico

Transformaciones locales U(1) Transformaciones asintóticas

𝜹𝛈𝑨𝝁 = {𝑨𝝁 , 𝑺 𝛈 } = 𝛈𝑨𝜹𝝁𝑨

𝜹𝛈𝚷𝝁 = {𝚷𝝁, 𝑺 𝛈 } = 𝝐𝜹𝒓𝒖 𝜸𝛁𝑨𝛈𝑨



Queremos asegurarnos que nuestros generadores sean diferenciables 
[Regge-Teitelboim,1974], por ello definimos lo siguiente

𝑮𝑸[𝜽] = b𝒅𝟑𝒙(
𝑮𝑸 𝜽
𝜹𝑨𝝁

𝜹𝑨𝝁 +
𝑮𝑸 𝜽
𝜹𝚷𝝁 𝜹𝚷𝝁)

𝑮𝑸[𝜽] = 𝑮 𝜽 + 𝑸𝒆[𝜽]
Término 
de borde

Donde la diferenciabilidad de 𝑺 𝛈 y 𝑮𝑸 𝜽 puede asegurarse con los términos de 
borde 𝑸𝒆 𝛈 y 𝑸𝒔 𝛈 , la carga eléctrica y la carga asintótica. 

06.          CARGAS Y ALGEBRA

𝑺𝑸 𝛈 = 𝑺 𝛈 + 𝑸𝒔[𝛈]

𝑺𝑸[𝜽] = b𝒅𝟑𝒙(
𝑺𝑸 𝛈
𝜹𝑨𝝁

𝜹𝑨𝝁 +
𝑺𝑸 𝛈
𝜹𝚷𝝁

𝜹𝚷𝝁)



06.          CARGAS Y ALGEBRA

𝑸𝒆 𝜽 = −b𝒅𝟐Φ 𝜽𝚷𝒓

Finalmente, las cargas conservadas son

𝑸𝒔 𝛈 = 𝝐b𝒅𝟐Φ 𝜸 𝛈𝑨𝑨𝑨

𝑸𝒆 𝜽𝟏 , 𝑸𝒆[𝜽𝟐] = 𝑸𝒔 𝛈𝟏 , 𝑸𝒔 𝛈𝟏 = 𝟎

Carga eléctrica Super traslación angular

Se puede demostrar que el álgebra

Mientras que el álgebra mixta tiene una extensión central

Es Abeliana

𝑸𝒆 𝜽 ,𝑸𝒔 𝛈 = 𝝐b𝒅𝟐Φ 𝜸𝛈𝑨𝝏𝑨𝜽

Resultado nuevo, no conocido anteriormente en la literatura



06.          CARGAS Y ALGEBRA

Esta extensión central es un número que conmuta con todos los generadores

𝑸𝒆 𝜽 ,𝑸𝒔 𝛈 = 𝝐b𝒅𝟐Φ 𝜸𝛈𝑨𝝏𝑨𝜽

Hemos encontrado que 𝑸𝒆 𝜽 y 𝑸𝒔 𝛈 son pares canónicos conjugados. 

Ejemplo: 𝒒, 𝒑 = 𝟏 en mecánica clásica, y 𝒒, 𝒑 = 𝒊ℏ en mecánica cuántica. 

Su interpretación física esta bajo estudio



CRÉDITS: Ce modèle de présentation a été créé par 
Slidesgo, comprenant des icônes de Flaticon, des 
infographies et des images de Freepik

DISCUSIONES

• Modos de Goldstone

• Importancia de una extensión 
central

• Generador de simetría de carácter 
holográfico

• Aparición de nuevo vínculo

http://bit.ly/2Tynxth
http://bit.ly/2TyoMsr
http://bit.ly/2TtBDfr
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